


教学目的及要求

1、了解当效用函数是二次函数或者资产回报率服从正态

分布是，均值－方差可以完全用于刻画个体的偏好。

2、掌握均值－方差模型描述的构建最优投资组合的技术

路径的规范数理模型

3、掌握证券投资组合的系统性风险和非系统性风险的内

涵及与市场收益的关系

重点内容

掌握马科维兹投资组合理论的假设条件的合理性及选

择最优投资组合的数理方法，及其中蕴涵的多元化投资、

风险、收益间关系。



第一节 马科维兹投资组合理论的假设和主要内容

第二节 证券收益与风险的度量——均值、方差及协方

差与投资组合的风险分散效应

第三节 证券投资组合的可行集、有效集与最优投资组

合

第四节 两基金分离定理——投资组合构建的指数策略



第一节第一节 马科维兹投资组合理论的马科维兹投资组合理论的

假设条件和主要内容假设条件和主要内容

一、主要内容

二、假设条件

三、二次效用函数和市场的资产回报 率服

从正态分布



马科维茨(H. Markowitz, 

1927～) 《证券组合选择理

论》

有着棕黄色头发，高大身材，

总是以温和眼神凝视他人，

说话细声细语并露出浅笑。



一、主要内容一、主要内容

金融决策的核心问题是什么？

不确定条件下收益与风险的权衡

tradeoff between risk and return



研究不确定性经济问题的几种（数理方法）：

1. 效用函数分析法

缺乏实际的可操作性，因为完全刻画一个人在所有状

态下的效用是几乎不可能的

2. 均值——方差分析法

避免讨论具体的效用函数，灵活且操作性强。

3、一般均衡分析法——但不是金融经济学的典型方法

4、套利分析法——方法论的里程碑



瑞典皇家科学院决定将1990年诺贝尔奖授予纽约

大学哈利.马科维茨（Harry Markowitz）教授,为

了表彰他在金融经济学理论中的先驱工作—资产

组合选择理论。



主要贡献

发展了一个在不确定条件下严格陈述的可操作的选择资产

组合理论：均值方差方法 Mean-Variance methodology. 

这个理论演变成进一步研究金融经济学的基础. 这一理论通

常被认为是现代金融学的发端. 

这一理论的问世，使金融学开始摆脱了纯粹的描述性研究

和单凭经验操作的状态, 标志着数量化方法进入金融领域。

马科维茨的工作所开始的数量化分析和MM理论中的无套利

均衡思想相结合,酝酿了一系列金融学理论的重大突破。



投资组合理论的基本思想：投资组合是一个风险与

收益的tradeoff问题，此外投资组合通过分散化的投

资来对冲掉一部分风险。

——“nothing ventured, nothing gained”

——"for a given level of return to minimize the risk, 
and for a given level of risk level to maximize the 
return“

——“Don’t put all eggs into one basket”



马科维兹模型概要马科维兹模型概要

马科维兹于1952年提出的“均值－方差组合模型”是在禁止融券

和没有无风险借贷的假设下，以资产组合中个别股票收益率的

均值和方差找出投资组合的有效边界(Efficient Frontier)，即一

定收益率水平下方差最小的投资组合，并导出投资者只在有效

边界上选择投资组合。根据马科维兹资产组合的概念，欲使投

资组合风险最小，除了多样化投资于不同的股票之外，还应挑

选相关系数较低的股票。因此，马科维兹的“均值－方差组合

模型”不只隐含将资金分散投资于不同种类的股票，还隐含应

将资金投资于不同产业的股票。同时马科维兹均值－方差模型

也是提供确定有效边界的技术路径的一个规范性数理模型。



实现方法：

收益——证券组合的期望报酬

风险——证券组合的方差

风险和收益的权衡——求解二次规划



首先，投资组合的两个相关特征是：（1）它的期

望回报率（2）可能的回报率围绕其期望偏离程度

的某种度量，其中方差作为一种度量在分析上是

最易于处理的。

其次，理性的投资者将选择并持有有效率投资组

合，即那些在给定的风险水平下的期望回报最大

化的投资组合，或者那些在给定期望回报率水平

上的使风险最小化的投资组合。



再次，通过对某种证券的期望回报率、回报率的

方差和某一证券与其它证券之间回报率的相互关

系（用协方差度量）这三类信息的适当分析，辨

识出有效投资组合在理论上是可行的。

最后，通过求解二次规划，可以算出有效投资组

合的集合，计算结果指明各种证券在投资者的资

金中占多大份额，以便实现投资组合的效性——
即对给定的风险使期望回报率最大化，或对于给

定的期望回报使风险最小化。



一些需准备的概念

1.证券投资组合的选择

狭义的定义：是指如何构筑各种有价证券的头寸

（包括多头和空头）来最好地符合投资者的收益

和风险的权衡。

广义的定义：包括对所有资产和负债的构成做出

决策，甚至包括人力资本（如教育和培训）的投

资在内。

我们的讨论限于狭义的含义。



尽管存在一些对理性的投资者来说应当遵循

的一般性规律，但在金融市场中，并不存在

一种对所有投资者来说都是最佳的投资组合

或投资组合的选择策略，原因如下：

1. 投资者的具体情况

2. 投资周期的影响

3. 对风险的厌恶程度

4. 投资组合的种类



2.投资者的无差异曲线

在不同的系统性风险中，投资者之所以选择不同的投资组合，

是因为他们对风险的厌恶程度和对收益的偏好程度是不同的。

对一个特定的投资者而言，任意给定一个证券组合，根据他

对期望收益率和风险的偏好态度，按照期望收益率对风险补

偿的要求，可以得到一系列满意程度相同的（无差异）证券

组合。所有这些组合在均值方差（或标准差）坐标系中形成

一条曲线，这条曲线就称为该投资者的一条无差异曲线。



同一条无差异曲线上的组合满意程度相同；无

差异曲线位置越高，该曲线上的组合的满意程

度越高。无差异曲线满足下列特征：

(1)无差异曲线向右上方倾斜。

(2)无差异曲线是下凸的。

(3)同一投资者有无数条无差异曲线。

(4)同一投资者在同一时间、同一时点的任何两

条无差异曲线都不相交。



二、二、假设假设

投资者将一笔资金在给定时期(持有期)里进行投资,在期初,

他购买一些证券,然后在期末全部卖出,那么在期初他将决定

购 买 哪 些 证 券 , 资 金 在 这 些 证 券 上 如 何 分 配 ？

投资者的选择应该实现两个相互制约的目标——预期收益率

最大化和收益率不确定性（风险）的最小化之间的某种平衡。



马科维兹投资组合理论的假设为：

1.单期投资

单期投资是指投资者在期初投资，在期末获得回报。单期模

型是对现实的一种近似描述，如对零息债券、欧式期权等的

投资。虽然许多问题不是单期模型，但作为一种简化，对单

期模型的分析成为我们对多时期模型分析的基础。

2.投资者事先知道投资收益率的概率分布，并且收益率满足正

态分布的条件。



3.资者的效用函数是二次的，即u(W)=a+bW+CW2。

（注意：假设2和3成立可保证期望效用仅仅是财富期望和方差

的函数）

4.投资者以期望收益率（亦称收益率均值）来衡量未来实际收

益率的总体水平，以收益率的方差（或标准差）来衡量收益

率的不确定性（风险），因而投资者在决策中只关心投资的

期望收益率和方差。

5.投资者都是不知足的和厌恶风险的，遵循占优原则，即：在

同一风险水平下，选择收益率较高的证券；在同一收益率水

平下，选择风险较低的证券。



三、二次效用函数和市场的资产回报率三、二次效用函数和市场的资产回报率
服从正态分布服从正态分布

M-V模型以资产回报的均值和方差作为选择对象，

但是一般而言，资产回报和方差不能完全包含个

体做选择时的所有个人期望效用函数信息。

在什么条件下，期望效用分析和均值方差分析是

一致的？



假设假设22或假设或假设33之一成立可保证期望效用仅仅之一成立可保证期望效用仅仅

是财富期望和方差的函数是财富期望和方差的函数

假设个体的初始财富为W0,个体通过投资各种金

融资产来最大化他的期末财富 .设个体的VNM效

用函数为u,在期末财富的期望值这点，对效用函

数进行Taylor展开
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上式说明个体偏好不仅依赖于财富的均值与方

差，还依赖于财富的高阶矩。但是，如果财富

的高阶矩为0或者财富的高阶矩可用财富的期

望和方差来表示，则期望效用函数就仅仅是财

富的期望和方差的函数。
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二次效用函数的假设和正态分布的假设不符二次效用函数的假设和正态分布的假设不符

合实际的消费者投资情况合实际的消费者投资情况。。

因为二次函数具有递增的绝对风险厌恶和满足性

两个性质。满足性意味着在满足点以上，财富的

增加使效用减少，递增的绝对风险厌恶意味着风

险资产是劣质品。这与那些偏好更多的财富和将

风险视为正常商品的投资者不符。此外，正态分

布的中心轴对称与一般股票的有限责任不一致。



注4 均值-方差模型不是一个资产选择的一般性模

型。它在金融理论中之所以扮演重要的角色，是

因为它具有数理分析的简易性和丰富的实证检验。



第二节第二节 证券收益与风险的度量及证券证券收益与风险的度量及证券

组合的风险分散化效应组合的风险分散化效应

一、价格与回报率

二、期望收益率

三、方差

四、协方差

五、相关系数

六、证券组合的方差 、协方差和风险的分散化



一个资产组合预期收益和风险的案例一个资产组合预期收益和风险的案例

A公司的股票价值对糖的价格很敏感。多年以来，

当加勒比海糖的产量下降时，糖的价格便猛涨，

而A公司便会遭受巨大的损失，见下表

糖生产的正常年份 异常年份

股市的牛市 股市的熊市 糖的生产

危机

0.3

10

0.2

-25

概率 0.5
收益率% 25



假定某投资者考虑下列几种可供选择的资产，一

种是持有A公司的股票，一种是购买无风险资产，

还有一种是持有糖凯恩公司的股票。现已知投资

者持有0.5的A公司的股票，另外的0.5该进行如何

选择。无风险资产的收益率为5%。糖凯恩公司的

收益率变化如下表



糖凯恩公司的股票情况分析

糖生产的正常年份 异常年份

股市的牛市 股市的熊市 糖的生产

危机

0.3

-5

0.2

35

概率 0.5

收益率 1



资产组合 预期收益 标准差

全部投资在于A公司股票 10.5% 18.90

一般投资于国库券 7.75% 9.45%

一半投资于糖凯恩公司

股票

8.25% 4.83％



案例小结：

协方差对资产组合风险的影响：正的协方差提高了资

产组合的方差，而负的协方差降低了资产组合的方差，

它稳定资产组合的收益

管理风险的办法：套期保值——购买和现有资产负相

关的资产，这种负相关使得套期保值的资产具有降低

风险的性质。

在资产组合中加入无风险资产是一种简单的风险管理

策略，套期保值策略是取代这种策略的强有力的方法。



糖生产的正常年份 异常年份

股市的牛市 股市的熊市 糖的生产危机

0.3

-5

0.2

20

概率 0.5

收益率 10

作业：

假设以上案例中糖凯恩公司的可能收益有上述变化，请计算以下结果，并比

较该结果与以上案例结果，由此做一个简单分析

1、如果Humanex资产组合仍是一半贝斯特股票，一半糖凯恩股票，这个组

合的期望收益和标准差是多少，

2、两个股票收益的协方差是多少

3、用第四个概念的方式计算该组合的标准差是多少



一、一、价格与回报率价格与回报率

对于单期投资而言，假设你在时间0（今天）以价格S0购

买一种资产，在时间1（明天）卖出这种资产，得到收益

S1。那么，你的投资回报率为 r=(S1-S0)/S0 。

对于证券组合而言，它的回报率可以用同样的方法计算：

1 0 0 0 1( ) / ,P Pr W W W W r W= − 即 （1+ ）=

这里，W0记t=0时包含在组合中的证券的综合价
格，W1是t=1时这些证券的综合价格，以及t=0与t=1
之间收到的现金（或等价的现金）的综合值。



我们注意到，投资者必须在t=0时刻对购买一个什

么样的组合做出决策。在这样做的时候，对于大

多数所考虑的各种组合，投资者不知道W1的值，

因为他们不知道这些组合的回报率是多少。从而，

根据马科维茨的理论，投资者应该讲这些组合中

的任一组合的回报率视为统计中所称的一个随机

变量；这样的变量可以通过它们的矩阵来描述，

其中的两个是预期值（或均值）和标准差。



二、证券的二、证券的期望收益期望收益率率

第一个概念：第一个概念：单个证券的期望单个证券的期望

值定义为值定义为：：
∑=

s
srsrE )()Pr()(

式中： E(r)E(r)－－收益率期望值；收益率期望值；

R(s)R(s)－－ss状态下的收益率；状态下的收益率；

Pr(s)Pr(s)－－r(s)r(s)状态的发生概状态的发生概

率率



或者;E(rp)=X’E(r)

第二个概念：一个证券组合的预期收益率：是其所含

证券的预期收益率的加权平均，以构成比例为权重.每一证

券对组合的预期收益率的贡献依赖于它的预期收益率，以及

它在组合初始价值中所占份额，而与其他一切无关。那么，

一位仅仅希望预期收益率最大的投资者将持有一种证券，这

种证券是他认为预期收益率最大的证券。很少有投资者这样

做，也很少有投资顾问会提供这样一个极端的建议。相反，

投资者将分散化投资，即他们的组合将包含不止一种证券。

这是因为分散化可以减少由标准差所测度的风险。
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三、三、方差方差 ————一个证券预期收益的方差一个证券预期收益的方差

（第三个概念）（第三个概念）

一个证券的预期收益率描述了以概率为权数的平均收益

率。但是这是不够的，我们还需要一个有用的风险测度，

其应该以某种方式考虑各种可能的“坏”结果的概率以及

“坏”结果的量值。取代测度大量不同可能结果的概率，

风险测度将以某种方式估计实际结果与期望结果之间可

能的偏离程度，方差就是这样一个测度，因为它估计实

际回报率与预期回报率之间的可能偏离。



在证券投资中，一般认为投资收益的分布是对称

的，即实际收益低于预期收益的可能性与实际收

益高于预期收益的可能性是一样大的。实际发生

的收益率与预期收益率的偏差越大，投资于该证

券的风险也就越大，因此对单个证券的风险，通

常用统计学中的方差或标准差来表示。



沿用上面的表示方法，一个证券在该时期的方差

是未来收益可能值对期望收益率的偏离（通常称

为离差）的平方的加权平均，权数是相应的可能

值的概率。记方差为σ2，即有

∑ −=
s

rEsrs 22 )]()()[Pr(σ

投资者选
择方差较
小的证券

方差越大
风险
越大



三、方差三、方差————两个证券组合预期收益的方差两个证券组合预期收益的方差

（第四个概念）（第四个概念）

方差分别为 与 的两个资产以w1与w2的权重构成一个

资产组合 的方差为，

如果一个无风险资产与一个风险资产构成组合（第五个

概念），则该组合的标准差等于风险资产的标准差乘

以该组合投资于这部分风险资产的比例。

)(222222
BABABABBAAP RRCorrwwww σσσσσ ++=

1σ 2σ
2
pσ



四、协方差四、协方差

协方差（第六个概念）是两个随机变量相互关系

的一种统计测度，即它测度两个随机变量，如证

券A和B的收益率之间的互动性。

特例特例((投资在每种资产上的量相等投资在每种资产上的量相等):):

))())(((),cov( BBAABAAB rErrErErr −−==σ



协方差为正值表明证券的回报率倾向于向同一方

向变动——例如，一个证券高于预期收益率的情

形很可能伴随着另一个证券的高于预期收益率的

情形。一个负的协方差则表明证券与另一个证券

相背变动的倾向——例如，一种证券的高于预期

收益率的情形很可能伴随着另一个证券的低于预

期收益率的情形。一个相对小的或者0值的协方

差则表明两种证券之间只有很小的互动关系或没

有任何互动关系。



五、相关系数五、相关系数
与协方差密切相关的另一个统计测量度是相关系数（第七个

概念）。事实上，两个随机变量间的协方差等于这两个随机

变量之间的相关系数乘以它们各自的标准差的积。

证券A与B的相关系数为

BA

AB
AB

σσ

σ
ρ =



测量两种股票收益共同变动的趋势: Corr(RA, RB) 或 ρA,B

-1.0 ≤ ρ ≤ +1.0

完全正相关: +1.0

完全负相关: -1.0

完全负相关会使风险消失

完全负相关不会减少风险

在 -1.0 和 +1.0 之间的相关性可减少风险

但不是全部



六、方差六、方差————多个证券组合的方差协方多个证券组合的方差协方

差矩阵差矩阵（第八个概念）（第八个概念）
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七、七、证券组合的方差和风险的分散化证券组合的方差和风险的分散化

（一）证券组合风险分散的原因

总结以上：证券组合的预期收益和方差是，

假定市场上有证券1，2，…，N

证券i的期望收益率为Ei,方差为σi,证券i与证券j的协方差为σij

（或相关系数为ρij）（i=1，2，…，n，j=1，2，…，m）

投资者的投资组合为：投资于证券i的比例为wi，i=1，2，…，

N，则

1 2 .... 1nw w w+ + + =



那么该投资组合的期望收益率和方差为

1
( ) ( )

n

i i p
i

wE r E r
=

=∑

2

1 1

n n

p i j ij
i j

wwσ σ
= =

=∑ ∑ 2
iii σ=σ其中



由上可知，证券组合的方差不仅取决于单个证券的方差，

而且还取决于各种证券间的协方差。

随着组合种证券数目的增加，在决定组和方差时，协方差

的作用越来越大，而方差的作用越来越小。例如，在一个

由30种证券组成的组合中，有30个方差和870个协方差。

若一个组合进一步扩大到包括所有的证券，则协方差几乎

就成了组合标准差的决定性因素。

风险的分散化原理被认为是现代金融学中唯一“白吃的午

餐”。将多项有风险资产组合到一起，可以对冲掉部分风

险而不降低平均的预期收益率，这是马科维茨的主要贡献。



假定资产1在组合中的比重是w，则资产2的比

重就是1-w。它们的预期收益率和收益率的方差

分别记为E(r1)和E(r2)，σ2
1和σ2

2，组合的预期收

益率和收益率的方差则记为E(r)和σ2。那么，

E(r)=wE(r1)+(1-w)E(r2)

σ2=w2σ2
1+(1-w)2σ2

2+2w(1-w) ρ12σ1σ2

因为-1≤ρ≤+1，所以有

[wσ1-(1-w) σ2]2≤σ2≤[wσ1+(1-w) σ2]2



由上面右方的不等式可以看出，组合的标准差不

会大于标准差的组合。事实上，只要ρ<1，就有，

∣σ∣<∣wσ1+(1-w) σ2∣,即证券组合的标准差就

会小于单个证券标准差的加权平均数，这意味着

只要证券的变动不完全一致，单个有高风险的证

券就能组成单个有中低风险的证券组合，这就是

投资分散化的原理。



构造一个投资每种资产等权重地组合来看分散化构造一个投资每种资产等权重地组合来看分散化

的力量的力量：：

其中其中

关键结论关键结论

..随着组合中资产数目的增加，组合收益的方差将越来越依赖于协随着组合中资产数目的增加，组合收益的方差将越来越依赖于协

方差方差

－若这个组合中的所有证券不相关，即－若这个组合中的所有证券不相关，即

当随证券数目增加，这个组合的方差将为零（保险原则）。
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结论结论

组合的方差是协方差矩阵各元素与投资比例为权重相乘的加权总值，

它除了与各个证券的方差有关外，还取决于每证券间的协方差或相

关系数。

证券组合的预期收益可以通过对各种单项资产

加权年均得到，但风险却不能通过各项资产风

险的标准差的加权平均得到(这只是组合中成

分证券间的相关系数为一且成分证券方差相等，

权重相等时的特例情况)。



在证券方差或标准差给定下，组合的每对证券的相关系数越高，

组合的方差越高。只要每两种证券的收益间的相关系数小于一，

组合的标准差一定小于组合中各种证券的标准差的加权平均数。

如果每对证券的相关系数为完全负相关即为－1且成分证券方差和

权重相等时，则可得到一个零方差的投资组合。但由于系统性风

险不能消除，所以这种情况在实际中是不存在的。



（（二）证券组合消除的是非系统性风险，二）证券组合消除的是非系统性风险，
系统性风险不能消除系统性风险不能消除

非系统风险是企业特有的风险，诸如企业陷入法律纠纷、罢工、

新产品开发失败，等等。可称为可分散风险、特有风险、特定

资产风险。

非系统性风险主要通过分散化减少，因此由许多种资产构成的

组合将几乎不存在非系统性风险.

系统风险是指整个市场承受到的风险，如经济的景气情况、市

场总体利率 水平的变化等因为整个市场环境发生变化而产生

的风险。可称为不可分散风险、市场风险。系统性风险

影响所有的资产，不能通过分散化来去除



下表假设每一成分证券间的协方差为零，每一成分证券下表假设每一成分证券间的协方差为零，每一成分证券
的标准差为的标准差为4040％。对每一成分证券的投资都相等％。对每一成分证券的投资都相等

成分

证券

数

1 2 8 16 32 128 510

组合

标准

差

40·0 28·3 14·1 10·0 7·1 3·5 1·8



总风险 = 系统性风险 + 非系统性风险

对于一个好的分散化组合，非系统性风险可以忽略，

几乎所有的风险都是系统性风险造成的。

如果一种资产的收益同其它资产的收益有较高的相关

性，那么总风险将主要是由系统性风险构成。如果一

种资产的收益同其它的资产组合收益有相对较低的相

关性，那么在代数上的组合分散化将导致相当大的非

系统性风险和较小的系统性风险。



系统性风险不能通过分散化去除。.

因为非系统性风险能够没有成本的消除，所以对它没

有回报

系统性风险定理:

““一种资产的预期收益仅依赖于它的系统性风险。一种资产的预期收益仅依赖于它的系统性风险。..””

测度系统性风险（第四章的内容）

Beta Beta 或或 ββ

Beta Beta 测度一种资产相对于一种市场平均收益率资测度一种资产相对于一种市场平均收益率资

产有多大的系统性风险产有多大的系统性风险..→→ 进攻型股票进攻型股票((ββ>1); >1); 防防

御型股票御型股票 ((ββ<1)<1)

betas betas 越大说明系统性风险越大越大说明系统性风险越大



组
合

的
风

险
–
标

准
差

组合中的股票数量

市场风险

特定公司风险

总风险

可分散风险

非系统性风险

不可分散风险



分散投资消除非系统性风险分散投资消除非系统性风险
成分股数 平均回报率％ 标准差％ 可消除风险份

额％

市场风险分额

％

1 9 40·0 45 55

2 9 32·4 38 62

8 9 26·6 20 80

16 9 24·0 12 88

32 9 23·6 8 92

128 9 22·8 2 98

500 9 22·0 0 100



分散投资降低或消除风险效应主要通过分散投资降低或消除风险效应主要通过
下列途经发挥作用：下列途经发挥作用：

选择两两股票相关系数小于一的股票组合

组合的证券成分数要足够多

改变不同风险收益特性股票的投资比例



第三节第三节 证券投资组合的可行集、证券投资组合的可行集、
有效集与最优投资组合有效集与最优投资组合

一、可行集

二、有效集

三、有效前沿均值与方差的关系

四、最优投资组合的选择



一、可行一、可行集集

N个证券可以形成无穷多个组合，由N种证券中任意k种证

券所形成的所有预期收益率和方差的组合的集合就是可行

集。

它包括了现实生活中所有可能的组合，也就是说，所有可

能的证券投资组合将位于可行集的内部或边界上。

一般说来，可行集的形状像伞形，如图所示：PPT70



两个证券组合的可行两个证券组合的可行集集

举例

证券 预期收益 标准差

A 5% 20%

B 15% 40%



组合 A B C D E F G

X1

X2

1.00

0.00

0.83

0.17

0.67

0.33

0.5

0.5

0.33

0.67

0.17

0.83

0.00

1.00

相关系数分别为1，-1，0时，组合的期
望收益与标准差分别是多少？



组合 A B C D E F G

预期收益 5 6.7 8.3 10 11.7 13.3 15

标准差

下限ρ=－1

上限ρ=1

ρ=0

20

20

20

10

23.33

17.94

0

26.67

18.81

10

30.00

22.36

20

33.33

27.60

30

36.67

33.37

40.00

40.00

40.00
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三种证券的可行集三种证券的可行集

只要证券组合的成分数大于获等于三，可行集对

应的均方平面上的区域就是二维的。



N种证券的可行集
收益 B

HN

A
风险



二、二、有效有效集或集或有效前沿有效前沿

1.有效集的定义

可行集中有无穷多个组合，但是投资者有必要对所有这些

组合进行评价吗？

对于一个理性投资者而言，他们都是厌恶风险而偏好收益

的。对于同样的风险水平，他们将会选择能提供最大预期

收益率的组合；对于同样的预期收益率，他们将会选择风

险最小的组合。能同时满足这两个条件的投资组合的集合

被称为有效集（Efficient Set）或有效边界。

有效集描绘了投资组合的风险与收益的最优配置。



有效边界（有效集）：因为投资者是不知足且厌恶风

险，即风险一定时追求收益最大，收益一定时追求风

险最小。所以，同时满足在各种风险水平下，提供最

大预期收益和在各种预期收益下能提供最小风险这两

个条件就称为有效边界。即双曲线的上半部。上面各

点所代表的投资组合一定是通过充分分散化而消除了

非系统性风险的组合。



2.有效集的形状

收益

最小方差组
合MVP

风险



有效集曲线的形状具有如下特点：

（1）有效集是一条向右上方倾斜的曲线，它反映了“高收益、

高风险”的原则；

（2）有效集是一条向左凸的曲线。有效集上的任意两点所代

表的两个组合再组合起来得到的新的点（代表一个新的组合）

一定落在原来两个点的连线的左侧，这是因为新的组合能进

一步起到分散风险的作用，所以曲线是向左凸的；

（3）有效集曲线上不可能有凹陷的地方。



3.有效集的得出

所有可能的点（rp,σp）构成了（rp,σp）平面

上可行区域，对于给定的rp，使组合的方差越小越

好，即求解下列二次规划：
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PPT76到PPT87不作要求



44、有效证券组合前沿的性质、有效证券组合前沿的性质

（1）用二次规划得出N种证券的有效集

假定市场上有N>2种风险资产，允许卖空。假设期望

收益率为 ej ，j=1,…n. 权重为wj.

假设任一资产的收益率不能由其他资产的收益率线性

表出，方差--协方矩阵V满足

对称

非奇异

正定的



定义: 称一个证券组合 是前沿证券组合(a 

frontier portfolio),如果它在所有等均值的证券组

合中具有最小方差值。

用数学语言描述为： 是一个前沿证券组合当且

仅当它的证券组合权重是下列二次规划问题的

解。

pw

pw
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求解结果：

任何前沿资产组合都可用上式表示,另一
方面,任何可用上式表示的资产组合都是前
沿边界的资产组合.

]~[ pp rhEgw +=



（2）有效集的性质

命题1  g是具有0期望收益率的前沿边界资产组合相应的权

重向量。g+h是期望收益率为1的前沿边界资产权重向量。

命题2   整个资产组合的前沿边界可以由g和g+h这两个前

沿边界的资产组合生成。

命题3  由性质2得出:资产组合前沿边界可以由任意两个相

异的前沿边界资产组合生成。（由此我们可以得到两基金

分离定理，见第四节）

]~[ pp rhEgw +=



三、有效前沿的均值与方差的关系三、有效前沿的均值与方差的关系

（1）均方空间的几何结构

任何两个前沿边界资产组合p和q的收益率协方

差为：

对于任意前沿组合的资产收益率的标准差与期

望收益率之间的关系：
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由以上等式整理得到：在均方平面上这个等式是

以（0，A/C)为中心，以

为渐进线的双曲线。

图形

( ) ( )p p
A DEr r
C C

σ= ±



什么是有效资产组合？

期望收益率严格高于最小方差组合期望收益率A/C的前沿

边界资产组合称为有效资产组合。

什么是非有效资产组合？

位于资产组合前沿边界，又不是最小方差资产组合的资产

组合称为或未处在前沿边界以内的组合为非有效资产组合。

对于每一个非有效资产组合，存在一个具有相同方差但更

高期望收益率的有效资产组合。



(3)(3)其它均方或性质数学关系其它均方或性质数学关系

性质1   最小方差组合mvp，与任何资产组合（不仅仅是

前沿边界上的）收益率的协方差总是等于最小方差资产组

合的收益率的方差, 即

性质2  任何前沿边界组合的线性组合仍在前沿边界上。有

效资产组合的任何凸组合仍是有效组合，有效组合的集合

因此是一个凸集。

C
rVarrr mvpmvpp
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性质3   资产组合边界的一个重要性质是，对于前沿边界

上的任何资产p，除了最小方差资产组合，存在唯一的前

沿边界资产组合，用zc(p)表示，与p的协方差为0。

性质4    最小方差资产组合与任何其他前沿边界资产组合

的协方差为1/C. 从而不存在与最小方差资产组合具有0协
方差的前沿边界资产组合



性质5  如果p是有效资产组合，则

这样的zc(p)是一个非有效的资产组合。

CArE pzc /]~[ )( <



zc(p)位置的确定。见图

在标准差-期望收益率空间中，经过与任何前沿边界资产

组合（除最小方差资产组合）相对应的点，与资产组合前

沿边界相切的直线在期望收益率坐标轴上的截矩是 。

相应的，在方差-期望收益率空间中，连接任何前沿边界

资产组合p和mvp的直线在期望收益率坐标轴上的截矩等

于

( )zcpEr

( )zcpEr



四、最优投资组合的选择四、最优投资组合的选择

确定了有效集的形状之后，投资者就可以根据自己的

无差异曲线群选择能使自己投资效用最大化的最优投

资组合了。这个组合位于无差异曲线与有效集的相切

点O，如图所示：

收
益

风险

B

N



O点所代表的组合就是最优投资组合。

有效集向上凸的特性和无差异曲线向下凸的特性就额定了

有效集和无差异区县的相切点只有一个，也就是说最优投

资组合是唯一的。

对投资者而言，有效集是客观存在的，它是由证券市场线

决定的。而无差异曲线则是主观的，它是由自己的风险—

收益偏好决定的。由第一节的分析可知，厌恶风险程度越

高的投资者，其无差异曲线的斜率越陡，因此其最优投资

组合越接近N。厌恶风险程度越低的投资者，其无差异曲线

的斜率越小，因此其最优投资组合越接近B点。



第四节第四节 两基金分离定理两基金分离定理————
投资组合构建的指数策略投资组合构建的指数策略

一、两基金分离定理的含义

二、两基金分离定理的金融含义



一、一、Tobin Tobin 的二基金分离定理的二基金分离定理

由于 Markowitz 问题是线

性问题，因而两个有不同

收益的解的线性组合就可

生成整个组合前沿。

这两个特殊的组合可以看

成“基金”。这个结果称为

二基金分离定理。它是

Tobin (1958) 首先提出的。

James Tobin, (1918-) 
1981年诺贝尔经济学
奖获得者



两基金分离定理两基金分离定理（（TwoTwo--Fund SeparationFund Separation））

的含义的含义

在所有风险资产组合的有效组合边界上，

任意两个分离的点都代表两个分离的有效

投资组合，而有效组合边界上任意其它的

点所代表的有效投资组合，都可以由这两

个分离的点所代表的有效组合的线性组合

生成。



二、两基金分离定理的金融含义二、两基金分离定理的金融含义

共同基金是专门从事分散化投资的金融中介机

构。共同基金一方面发行小面额的受益凭证作

为自己的负债，另一方面则把筹集到的大笔资

金进行分散化投资，形成自己的投资组合。如

果有两家不同的共同基金，它们都投资于有风

险资产，而且都经营良好，经营良好意味着它

们的收益/风险关系都能达到有效组合边界。



两基金分离定理告诉我们，任何别的投资于有风险资产

的共同基金，如果经营良好（即能够达到有效组合边界）

的话，其投资组合一定与原来那两个共同基金（经营良

好）的某一线性组合等同。只要能找到这样两家不同的

经营良好的共同基金，把自己的资金按一定的比例投资

于这两家基金，就可以与投资于其他经营水平高的共同

基金获得完全一样的效果。这一结论对投资策略的制定

无疑有重要的意义。



总结总结

马科维茨对现代金融投资理论的贡献主要在以下几方面

的命题

1. 传统上人们将预期收益最大化看作是投资组合的目标，

实际上，分散投资行为与此目标相矛盾，但分散投资行

为却与均值－方差的目标函数一致。

2. 提出了与现实更为接近的目标函数——均值－方差的目

标函数：Max U[E（r），δ]，解决了过去金融经济学以

预期收益最大化作为证券组合目标与实际中的分散投资

者投资行为相矛盾的问题。



3. 证明了上述目标函数与具有二次效用函数的投资者追求

预期效用最大化的目标一致。

4. 提出了单一证券的风险取决于它与其他证券的相关性的

论点。投资组合的方差是证券方差和对偶协方差的函数，

因此，单一证券对于投资组合风险的贡献取决于它与其

它证券的相关性。

5. 理性的投资者将选择并持有有效投资组合，即哪些在给

定的风险水平下的期望回报最大化的投资组合，这就是

有效集；或那些在给定期望回报率水平上的使风险最小

化的投资组合这是最小方差集。

6. 二次规划可用于计算有效投资组合集。



缺憾:

1. 计算量太大。

2. 排除了消费对投资的影响，假定期初投资额是一个固

定值。这虽然对单阶段情况下影响不大，但不适用动

态多阶段的情况。

3. 用方差作为资产风险的度量这只适用于对称分布的资

产收益，不具备一般性。

4. 均值方差理论不能确定具体投资者的最优组合，投资

者还需根据风险偏好从有效集中选择最优组合。



作业作业

假如一个风险资产组合有大量的股票，它们有相同的分布，

Er＝15％， ＝60％

＝0·5，问：

1、含有25种股票的等权重的期望收益和标准差是多少？

2、构造一个标准差小于和等于43％的有效组合需要最少

多少种股票？

3、这一资产组合的系统风险是多少？

σ
ρ
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